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1 Introduction
Dans cette e´tude, on de´signe par (M, g) une varie´te´ Riemannienne compacte sans bord,
de dimension n ≥ 1 et (E, g˜) un fibre´ vectoriel Riemannien sur M de rang m ≥ 2. On note
Σ le fibre´ unitaire correspondant et E∗ le fibre´ E prive´ de la section nulle. On s’inte´resse
a` la mise en e´vidence d’une hypersurface de E∗ admettant une courbure moyenne e´gale
a` K, une fonction C∞ strictement positive donne´e sur E∗, et de´finie comme la trace
de la seconde forme fondamentale relativement a` la me´trique. C’est un proble`me global
ou` il s’agit de de´terminer un plongement Y de Σ dans E∗ ayant une courbure moyenne
prescrite.
Dans le cadre euclidien, c’est-a`-dire quand M est re´duite a` un point, un the´ore`me
de Bakelman et Kantor [2] assure, en dimension 3, l’existence d’une telle hypersurface
sous la condition que la fonction K de´croˆıt plus vite que la courbure moyenne de sphe`res
concentriques, i.e. il existe deux re´els r1 et r2 tels que 0 < r1 ≤ 1 ≤ r2 et
(1.1) K(ξ) >
m− 1
‖ξ‖ si ‖ξ‖ < r1, K(ξ) <
m− 1
‖ξ‖ si ‖ξ‖ > r2
jointe a` l’hypothe`se de monotonicite´
(1.2)
∂
[
rK(rξ)
]
∂r
≤ 0, pour tout ξ ∈ Σ.
1. Current address : Universite´ de Paris VI, UFR 920 de Mathe´matiques, B.C. 172, 4 place Jussieu,
75252 Paris Cedex 05, France
E-mail address : cherrier@ccr.jussieu.fr
2. Current address : Universite´ de Lille 1, UFR de Mathe´matiques, Baˆt. M2, 59655, Villeneuve d’Ascq
Cedex, France
E-mail address : abdellah.hanani@math.univ-lille1.fr
ar
X
iv
:1
60
1.
06
03
4v
1 
 [m
ath
.D
G]
  2
2 J
an
 20
16
2 Cherrier, Hanani
Une autre preuve, valable en toute dimension, est donne´e par Treibergs et Wei [8] sous
les conditions pre´ce´dentes. L’hypothe`se (1.2) leur a permis d’appliquer la me´thode de
continuite´ et leur donne l’unicite´ a` homothe´tie pre`s.
Dans le cadre des fibre´s envisage´s ici, des me´thodes diffe´rentes de celles des auteurs
pre´cite´s s’imposent. En effet, on rame`ne le proble`me a` la re´solution d’une e´quation el-
liptique sur Σ dans laquelle, et contrairement aux cas ci-dessus cite´s, les de´rive´es de la
fonction inconnue u sont ponde´re´es par des puissances de eu dont le degre´ varie de 0 a` 4.
Ceci complique substantiellement l’obtention de l’estime´e C 1 et met en pe´ril l’unicite´ a`
homothe´tie pre`s meˆme sous une hypothe`se du type (1.2).
Quand la fonction prescrite ne de´pend que du rayon, on obtient la caracte´risation
suivante.
The´ore`me 1. Soit K une fonction continue sur E∗, partout strictement positive, et telle
que K(ξ) = K(‖ξ‖) pour tout ξ ∈ E∗. Alors, il existe un graphe radial Y sur Σ, de classe
C∞, a` courbure moyenne e´gale a` K si et seulement s’il existe un re´el r > 0 tel qu’on ait :
K(rξ) = (m− 1)r−1 quel que soit ξ ∈ Σ.
La suffisance dans ce re´sultat est une conse´quence de l’expression de l’ope´rateur de
Weingarten de l’hypersurface Σr, le fibre´ en sphe`re de rayon r > 0. Quant a` la ne´ce´ssite´,
elle ne requiert que la continuite´ de K. On ge´ne´ralise ce re´sultat comme suit.
The´ore`me 2. Soit K ∈ C∞(E∗) une fonction partout strictement positive. On fait l’hy-
pothe`se qu’il existe deux re´els r1 et r2, 0 < r1 ≤ 1 ≤ r2, tels que les ine´galite´s (1.1) soient
satisfaites. Notons Σr1,r2 = {ξ ∈ E; r1 ≤ ‖ξ| ≤ r2} et supposons que K ve´rifie (1.2) en
tout point de Σr1,r2 et que la composante horizontale de son gradient y est partout nulle.
Il existe alors un graphe radial Y sur Σ dont la courbure moyenne est donne´e par K.
Celui-ci e´tant de la forme ξ ∈ Σ 7→ eu(ξ)ξ, ou` u ∈ C∞(Σ) est une fonction a` gradient
horizontal identiquement nul.
Dans le but d’e´tablir ce the´ore`me, on constuit le graphe Y , qui peut eˆtre vu comme
une fibration dont la fibre Yx au dessus du point x ∈ M est une hypersurface de Ex
obtenue par projection radiale de la fibre Σx de Σ, en re´solvant une e´quation aux de´rive´es
partielles elliptique sur Σ. Pour re´soudre cette dernie`re, on utilise l’invariance du degre´
de Leray-Schauder d’une homotopie compacte relativement a` un domaine borne´ du sous-
ensemble des fonctions de classe C 1,α(Σ) dont la composante horizontale du gradient
est identiquement nulle. L’application de celle-ci repose en partie sur l’obtention d’une
estime´e a priori dans C 1,α(Σ). Remarquons que, dans ce re´sultat, l’hypothe`se (1.2) est
faite pour assurer la nullite´ du gradient horizontal de la solution. Celle-ci peut eˆtre omise.
A cet e´gard, on de´montre le the´ore`me suivant.
The´ore`me 3. Soit K ∈ C∞(E∗) une fonction partout strictement positive. On suppose
qu’il existe deux re´els r1 et r2, 0 < r1 ≤ 1 ≤ r2, tels que les ine´galite´s (1.1) soient
satisfaites. Il existe alors un graphe radial Y sur Σ, de classe C∞, dont la courbure
moyenne est donne´e par K, et tel que r1 ≤ ‖ξ‖ ≤ r2 pour tout ξ ∈ Y.
Courbure moyenne prescrite 3
Pour prouver l’existence d’une solution sous ces conditions, on se place dans le cadre
fonctionnel C∞ et on applique alors le the´ore`me de point fixe de Nagumo [7]. Ceci est
due au fait qu’en vue d’e´tablir l’estime´e C 1 ne´ce´ssaire pour re´soudre, il faut disposer
auparavant d’un controˆle sur le laplacien horizontal de toute solution e´ventuelle. Dans
ce but, on e´tend l’e´quation a` re´soudre au voisinage de Σ, les valeurs a` prescrire au bord
e´tant du type Neumann. L’e´quation a` conside´rer au voisinage de Σ est de sorte qu’une
de´rivation radiale et restriction a` Σ de celle-ci donne le controˆle souhaite´.
Nous pre´sentons cet article en quatre parties. A la dernie`re, on donne la preuve des
the´ore`mes et une remarque montrant que l’hypothe`se de croissance des the´ore`mes 2 et 3
est dans un certain sens la meilleure possible. L’estime´e a priori de la norme C 1 ne´ce´ssaire
pour re´soudre est pre´sente´e a` la troisie`me partie. Une mise en e´quation est donne´e a` la
seconde partie et, pour plus de clarte´, on consacre la premie`re partie de cet article a` des
notations et rappels pre´liminaires.
2 Notations et pre´liminaires
1- Soit (M, g) une varie´te´ Riemannienne compacte sans bord de dimension n ≥ 1. Soient
(E, g˜) un fibre´ vectoriel Riemannien sur M de rang m ≥ 2, pi la projection naturelle de E
sur M et E∗ le fibre´ E prive´ de la section nulle. On note ∇ la connexion de Levi-Civita
de la varie´te´ (M, g) et ∇˜ une connexion me´trique sur le fibre´ (E, g˜).
Soit U un ouvert de M , domaine du syste`me de coordonne´es (xi)1≤i≤n sur M , et au
dessus duquel E est trivial. Notons εi =
∂
∂xi
, 1 ≤ i ≤ n, et conside´rons un repe`re de
sections de E au dessus de U note´ (εα), n + 1 ≤ α ≤ n + m. Si ξ ∈ pi−1(U) et x = pi(ξ),
on e´crit ξ = yαεα(x) ; (x
i, yα)i,α est alors un syste`me de coordonne´es sur pi
−1(U).
Soient x ∈ U , ξ = ξαεα ∈ pi−1(x) et X = X iεi un champ de vecteurs tangents a` U . Le
rele`vement horizontal de X|x en ξ est l’e´le´ment X
H(ξ) ∈ TξE de´fini par
(2.1) XH(ξ) = X i(x)
(
∂
∂xi |ξ
− ξαΓβiα
∂
∂yβ |ξ
)
,
ou` les Γβiα, i ∈ {1, ..., n} et α, β ∈ {n + 1, ..., n + m} de´sigent les symboles de Christoffel
de la connexion ∇˜ dans le syste`me de coordonne´es (xi, yα).
Sur l’ouvert pi−1(U), on conside`re alors le repe`re mobile
S = {ei, eα/ i = 1, ..., n et α = n+ 1, ..., n+m},
ou` eα =
∂
∂yα
et ei est le rele`vement horizontal de εi. Ainsi
(2.2) ei =
∂
∂xi
− yαΓβiα
∂
∂yβ
.
On de´finit sur la varie´te´ E une me´trique Riemannienne G en posant
(2.3) G(ei, ej) = g(i, j), G(eα, eβ) = g˜(α, β), G(ei, eα) = 0.
4 Cherrier, Hanani
On dispose alors, sur la varie´te´ E, de la connexion de Levi-Civita associe´e a` la me´trique
G et de la connexion D de Sasaki [9] et [10] de´finie par
(2.4) Deiej = Γ
k
ijek, Deieα = Γ
β
iαeβ, Deαei = Deαeβ = 0,
ou` les Γkij, i, j, k ∈ {1, ..., n}, de´signent les symboles de Christoffel de la connexion ∇ dans
le syste`me de coordonne´es (xi). La connexion D est G-me´trique et ne co¨ıncide pas avec
la connexion de Levi-Civita de G ; la torsion T de D est non nulle. En effet, notant S
le tenseur de courbure de ∇˜, les composantes de T dans le repe`re mobile S sont toutes
nulles sauf
(2.5) Tαij = −yβSαβij.
Les composantes dans S du tenseur de courbure R de D sont donne´es par
Rdcab = G
(
(Deaeb −Debea −D[ea,eb])ec, ed
)
et
Rdcab = G
deRecab.
Par un calcul direct, on montre qu’en particulier, pour 1 ≤ i, j ≤ n et n+ 1 ≤ α, β, λ, µ ≤
n+m, on a :
(2.6) Riα β j = R
λ
α β j = R
i
α β µ = R
λ
α β µ ≡ 0.
2- On note Σ = {ξ ∈ E/ ‖ξ‖ = 1} le sous-fibre´ unitaire de E, pi1 la surjection naturelle
du fibre´ Σ sur M , r la fonction r(ξ) = ‖ξ‖ et ν le champ radial unitaire. Sur l’ouvert
pi−1(U) muni des coordonne´es (xi, yα), 1 ≤ i ≤ n et n + 1 ≤ α ≤ n + m, le champ ν est
donne´ par
ν = r−1yα
∂
∂yα
et l’ouvert pi−11 (U) de Σ est donne´, comme sous-varie´te´ de dimension n+m−1 de pi−1(U),
par
g˜αβy
αyβ = 1.
Ce qui, par un calcul direct montre que le champ radial unitaire ν est normal a` Σ.
De l’expression de ν, celle du rele`vement horizontal d’un vecteur X ∈ TxM au point
ξ = (x, yα) ∈ Σ, donne´e par (2.2), et de la de´finition de la me´trique G, on voit que
l’espace tangent a` Σ au point ξ est une somme directe du sous-espace horizontal HξE de
TξE et de l’espace tangent a` la fibre de Σ passant par ξ.
Dans tout ce qui suit, le parame`tre µa sera e´gal a` 0 ou 1 selon que la direction a est
verticale ou horizontale. Fixons un repe`re mobile tangent a` E de la forme
R = {ei, eα/ i = 1, ..., n et α = n+ 1, ..., n+m},
ou` les ei sont des champs de vecteurs horizontaux obtenus par rele`vement horizontal d’un
repe`re mobile (i)1≤i≤n sur M et ou` les eα sont des champs de vecteurs verticaux avec
en+m = ν. On notera
R∗ = {ωA, A ≤ n+m}
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le corepe`re dual de R. La restriction a` Σ des champs ea, pour a ≤ n + m − 1, constitue
un repe`re mobile R1 tangent a` Σ et
R∗1 = {σa, a ≤ n+m− 1},
ou` σa est l’image inverse de ωa par i, injection canonique de Σ dans E, n’est autre que le
corepe`re dual de R1.
Appliquons D a` ea, le re´sultat est une 1-forme sur E a` valeurs dans TE dont l’expres-
sion dans la repe`re R nous permet d’introduire la matrice (ωAB) de 1-formes de´finie par
les e´galite´s
(2.7) DeA = ω
B
A ⊗ eB.
Du fait que ν est unitaire et puisque D est G-me´trique, on voit que
G(Deaν, ν) = 0, pour 1 ≤ a ≤ n+m.
On en de´duit que, sur Σr, le fibre´ en sphe`res de rayon r,
(2.8) ωn+mn+m = 0.
D’autre part, si X est un champ de vecteurs verticaux tangents a` Σr et donc ve´rifiant
i∗Xr = 0 sur Σr, on aura
(2.9) Di∗Xν = r
−1(i∗X.yα)
∂
∂yα
+ r−1yαDi∗X
(
∂
∂yα
)
= r−1i∗X.
Eu e´gard a` (2.4) qui implique queDi∗X
(
∂
∂yα
)
= 0. De meˆme, compte tenu de la de´finition
(2.4) de la connexion D et de l’expression (2.2) du rele`vement horizontal d’un champ de
vecteurs, si dans U , εi = ε
j
i
∂
∂xj
et ei = (εi)
H , on voit que
Dejν = r
−1εhj
(
∂yα
∂xh
− yλΓµhλ
∂yα
∂yµ
)
∂
∂yα
+ r−1yαεhjΓ
µ
hα
∂
∂yµ
.
D’ou`
(2.10) Dejν = r
−1hj
[
−yλΓµhλδαµ
∂
∂yα
+ yαΓµhα
∂
∂yµ
]
= 0.
Ainsi, compte tenu de (2.9) et (2.10),
(2.11) Deaν = (1− µa)r−1ea pour a ≤ n+m− 1.
Reportons dans (2.7), il en de´coule que, sur Σr, on a
(2.12) ωan+m = (1− µa)r−1ωa pour a ≤ n+m− 1
et par suite, compte tenu de (2.8),
(2.13) Dνν = 0.
6 Cherrier, Hanani
D’autre part, la compatibilite´ de la connexion D avec la me´trique G montre que
G(Debea, ν) = −G(ea, Debν)
ce qui, compte tenu de (2.12), implique que
(2.14) ωn+ma (eb) = −(1− µb)r−1Gab pour a, b ≤ n+m− 1.
A pre´sent, on donne les composantes du tenseur de courbure R˜ de Σ. Utilisons
l’e´quation de Gauss et (2.14) on voit que
R˜dcab = Rdcab + (1− µa)(1− µb)(GadGbc −GacGbd).
Ainsi, tenons compte de (2.6), nous obtenons la valeur des composantes qui seront utilise´es
ulte´rieurement :
(2.15) R˜jαβγ = R˜
j
αβi = R˜
γ
αβi = 0, n+ 1 ≤ α, β, γ ≤ n+m− 1 et 1 ≤ i, j ≤ n,
et
(2.16) R˜λαβµ = δ
λ
βGαµ − δλµGαβ, n+ 1 ≤ α, β, λ, µ ≤ n+m− 1.
3 Mise en e´quation
Dans cette partie, on donnera l’e´quation de la courbure moyenne. On conserve toutes
les notations du dernier paragraphe de la section pre´ce´dente. Soit u ∈ C 2(Σ) une fonction
qu’on prolonge a` E∗ en la maintenant radialement constante. On conside`re l’application
Y de Σ dans E telle que
Y(ξ) = eu(ξ)ξ, pour ξ ∈ Σ.
La diffe´rentielle DY de Y est une section de T ∗Σ⊗ TE qu’on peut e´crire sous la forme
DY = σa ⊗ Ea, ou` pour a ≤ n+m− 1, Ea = DY(ea).
Les champs de vecteurs {Ea, a ≤ n + m − 1} de´finissent un repe`re mobile tangent au
graphe Y . Un calcul direct donne
Ea = ea + e
uDauν
et le champ unitaire normal a` Y est donc
ν˜ = f(ν − euDauea), f = (1 + e2uDauDau)− 12 .
La me´trique H induite par G sur Y est
H = Habσ
a ⊗ σb, ou` Hab = G(Ea, Eb) = Gab + e2uDauDbu
et la re´solution de l’e´quation HabHbc = δ
a
c donne les composantes contravariantes de
celle-ci, on ve´rifie que :
Hab = Gab − f 2e2uDauDbu.
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Enfin, rappelons qu’avec le choix ci-dessus du champ normal unitaire ν˜, la courbure
moyenne MY de Y est donne´e par
MY = HabG(DEa ν˜, Eb).
Dans le corepe`re R∗, la diffe´rentielle de la fonction u est donne´ par
du =
n+m−1∑
a=1
Dauω
a.
La composante Dau est homoge`ne de degre´ 0 ou −1 selon que la direction a est horizontale
ou verticale, i.e. Dau est homoge`ne de degre´ (µa − 1). De meˆme, on a
Dabu = D
2u(ea, eb) = (DeaDu)(eb).
D’ou`
Dabu = Dea
(
Du(eb)
)
−Du(Deaeb)
et on ve´rifie que la composante Dabu est homoge`ne de degre´ (µa +µb− 2). En particulier,
sur Y , on peut e´crire
Daνu = Dea
(
Du(ν)
)
−Du(Deaν) = −Du(Deaν).
La dernie`re e´galite´ de´coule du fait que u est une fonction radialement constante. La
relation (2.11) implique alors que
(3.1) Daνu = −(1− µa)e−uDau pour a ≤ n+m− 1.
Tenons compte de la relation (2.13), un calcul analogue montre que
(3.2) Dννu = 0.
A pre´sent, de la nature du prolongement de u qui implique que Dνu = 0, et la relation
(2.13) qui dit que Dνν = 0, on voit que
DEaEb = Dea(eb + e
uDbuν) + e
uDaDνeb + e
2uDau(ν.Dbu)ν.
Le fait que les composantes de la torsion de la forme T an+m b sont identiquement nulles et
la relation (2.11) permettent d’e´crire :
Dνeb = Debν = (1− µb)e−ueb.
D’autre part,
Dν(Dbu) = Dνbu+Du(Dνeb) = −(1− µb)e−uDbu+Du
(
(1− µb)e−ueb
)
.
La dernie`re e´galite´ est une conse´quence de (3.1) et la relation ci-dessus. Ainsi, on voit que
Dν(Dbu) = 0 et donc
DEaEb = Deaeb + e
u
[
Dea(Dbu) +DauDbu
]
ν + euDbuDeaν + (1− µb)Daueb.
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Une e´galite´ qui, compte tenu de (2.11), s’e´crit sous la forme
(3.3) DEaEb = Deaeb + e
u
[
Dea(Dbu) +DauDbu
]
ν +Dbu(1− µa)ea +Dau(1− µb)eb.
Or,
Deaeb =
n+m−1∑
1
ωcb(ea)ec + ω
n+m
b (ea)ν =
n+m−1∑
1
ωcb(ea)ec − (1− µa)e−uGabν
Donc, tenons compte de (2.14), on obtient
Deaeb =
n+m−1∑
1
ωcb(ea)ec − (1− µa)e−uGabν.
Par suite, la de´finition de la de´rive´e covariante permet d’e´crire
Dea(Dbu) = Dabu+Du(Deaeb) = Dabu+
n+m−1∑
1
ωcb(ea)Dcu.
De sorte que
Deaeb + e
u(eaDbu)ν =
n+m−1∑
1
ωcb(ea)Ec + e
−u
[
e2uDabu− (1− µa)Gab
]
ν.
Reportons dans (3.3), compte tenu du fait que Ea = ea+e
uDauν, la relation qui en re´sulte
peut s’e´crire sous la forme :
DEaEb =
n+m−1∑
1
ωcb(ea)Ec +Dbu(1− µa)Ea +Dau(1− µb)Eb
+e−u
[
− (1− µa)Hab + µbe2uDauDbu+ e2uDabu
]
ν
et par suite, eu e´gard au fait que G(Ec, ν˜) = 0 pour c ≤ n+m− 1, on obtient :
G(DEaEb, ν˜) = fe
−u
[
− (1− µa)Hab + µbe2uDauDbu+ e2uDabu
]
.
Ainsi et puisque G(DEa ν˜, Eb) = −G(DEaEb, ν˜), on trouve que
f−1euMY = Hab
[
(1− µa)Hab − µbe2uDauDbu− e2uDabu
]
.
Prenons l’image inverse sur Σ de cette e´quation, tenons compte de l’homogene´ite´ des
de´rive´es covariantes de u et notons D˜au = eµauDau et D˜abu = e(µa+µb)uDabu, on obtient
Aab(u)D˜abu = −v2 + (m− 1)(1 + v)− (1 + v) 32 euMY (euξ),
ou` Aab(u) = (1 + v)Gab − D˜auD˜bu et
v = v1 + v2, v1 = (1− µa)D˜auD˜au, v2 = µaD˜auD˜au.
Ainsi, la recherche d’un graphe radial a` courbure moyenne prescrite K revient a` re´soudre
sur Σ l’e´quation elliptique suivante :
(3.4) Aab(u)D˜abu = −v2 + (m− 1)(1 + v)− (1 + v) 32 euK(euξ).
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4 Estimations a priori
Lemme 1. Soient K ∈ C∞(E∗) une fonction partout strictement positive et u ∈ C 3(Σ)
une solution de l’e´quation
(4.1) AabD˜abu = −v2 + (m− 1)(1 + v)− (1 + v) 32 euK(euξ) ≡ F
telle qu’il existe deux re´els strictement positifs r1 et r2 ve´rifiant r1 ≤ eu ≤ r2. Notons
Σr1,r2 = {ξ ∈ E; r1 ≤ ‖ξ‖ ≤ r2} et r la fonction r(ξ) = ‖ξ‖, et supposons qu’en tout
point de Σ ou` v ≥ 1, on ait
(4.2) (µa + µb)G
abD˜abu ≤ −α
√
v,
ou` l’on a note´
(4.3) α = 2 sup
ξ∈Σ
[
sup
Σr1,r2
∣∣∣∣r∂[rK(rξ)]∂r
∣∣∣∣
]
.
Alors il existe une constante positive C1 ne de´pendant que de (M, g), (E, g˜), r1, r2, max
Σr1,r2
K
et ‖K‖C 1(Σr1,r2 ) telle que |Du| ≤ C1 partout dans Σ.
De´monstration. Soient u ∈ C 3(Σ) une solution de (4.1), l un re´el strictement positif fixe´
ulte´rieurement et Γ la fonctionnelle de´finie, sur Σ, par
(4.4) Γ(u) = (1 + v)e−lu.
En un point ξ ∈ Σ ou` Γ(u) atteint son maximum, on a :
(4.5)
DaΓ
Γ
=
Dav
1 + v
− lDau = 0
et
AabD˜abΓ ≤ 0
c’est-a`-dire, tenons compte de (4.1),
(4.6) AabD˜abv − A
abD˜avD˜bv
1 + v
− l(1 + v)F ≤ 0.
Or,
AabD˜abv = 4v2A
abD˜auD˜bu+ 2v2A
abD˜abu+ 8A
abµcD˜acuD˜
cuD˜bu
+2AabD˜cauD˜bcu+ 2A
abD˜abcuD˜
cu,
ou` l’on a note´ D˜abcu = e
(µa+µb+µc)uDabcu. Une permutation de l’ordre des indices de
de´rivation covariante dans le terme des de´rive´es troisie`mes, celle-ci ge`ne`re des termes en
torsion et en courbure, montre que
(4.7)
AabD˜abv = 4v2v + 2v2F + 8A
abµcD˜acuD˜
cuD˜bu
+2AabD˜cauD˜bcu+ 2A
abD˜cabuD˜
cu+ 4E1 + E2,
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ou` les termes E1 et E2 sont donne´s par
E1 = −Aabe(µa+µb+µc)uT dacDbduD˜cu
et
E2 = −2Aabe(µa+µb+µc)u
(
R˜d bac +DaT
d
bc − T hacT dhb
)
DduD˜
cu.
A pre´sent, on de´rive une fois l’e´quation (4.1), il vient
AabD˜cabu+ (µa + µb)A
abD˜abuD˜cu+ (D˜cA
ab)D˜abu = D˜cF.
De´veloppons (D˜cA
ab) et saturons par D˜cu, on obtient :
(4.8)
AabD˜cabuD˜
cu = D˜cFD˜
cu− v(µa + µb)AabD˜abu− D˜cvD˜cuGabD˜abu
+v(µa + µb)D˜
auD˜buD˜abu+ D˜c
auD˜cuD˜buD˜abu+ D˜
auD˜cuD˜c
buD˜abu.
D’apre`s (4.1), on peut e´crire GabD˜abu =
F + D˜auD˜buD˜abu
1 + v
. Il s’en suit que
D˜cvD˜
cuD˜aau =
F
1 + v
D˜cvD˜
cu+
D˜auD˜buD˜abuD˜cvD˜
cu
1 + v
.
De´veloppons D˜cv dans le second terme du membre de droite, il vient
D˜cvD˜
cuD˜aau =
FD˜cvD˜
cu
1 + v
+
2
(
D˜auD˜buD˜abu
)2
1 + v
+
2v2v
1 + v
D˜auD˜buD˜abu.
Or
(4.9) D˜av = 2D˜
buD˜abu+ 2v2D˜au.
Il en de´coule que
(4.10)
D˜cvD˜
cuGabD˜abu =
F
1 + v
D˜cvD˜
cu+
2
1 + v
(
D˜auD˜buD˜abu
)2
+
vv2
1 + v
D˜avD˜au− 2v(v2)
2
1 + v
.
D’autre part, la de´finition des composantes Aab montre que
(4.11) Gab =
Aab + D˜auD˜bu
1 + v
.
De ce fait, la somme des deux derniers termes du membre de droite de (4.8) s’e´crit sous
la forme :
D˜c
auD˜cuD˜buD˜abu+ D˜
auD˜cuD˜c
buD˜abu =
2
(
D˜auD˜buD˜abu
)2
1 + v
+
AadD˜cduD˜
cuD˜buD˜abu
1 + v
+
AadD˜cduD˜
cuD˜buD˜bau
1 + v
.
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Or, un simple calcul nous permet d’e´tablir la commutation suivante :
(4.12) Dcdu = Ddcu− T ecdDeu.
Il en de´coule que
D˜c
auD˜cuD˜buD˜abu+ D˜
auD˜cuD˜c
buD˜abu =
2
(
D˜auD˜buD˜abu
)2
1 + v
+
2Aab(D˜acuD˜
cu)(D˜bdu
D˜
d
u)1 + v + E3 + E4,
ou` l’on a note´
E3 = − 3
1 + v
Aabe(µa+µc)uT ecaDeuD˜
cuD˜duD˜bdu
et
(4.13) E4 =
1
1 + v
Aabe(µa+µb+µc+µd)uT ecbT
f
daDeuDfuD˜
cuD˜du.
Ainsi, tenons compte de (4.9), on ve´rifie que
(4.14)
D˜c
auD˜cuD˜buD˜abu+ D˜
auD˜cuD˜c
buD˜abu =
2
(
D˜auD˜buD˜abu
)2
1 + v
+
AabD˜avD˜bv
2(1 + v)
+
2(v2)
2v
1 + v
− 2v2
1 + v
AabD˜avD˜bu+ E3 + E4.
D’autre part, utilisons a` nouveau (4.9), on obtient la forme suivante pour le terme E3 :
E3 = − 3
2(1 + v)
Aabe(µa+µc)uT ecaDeuD˜
cuD˜bv
+
3v2
1 + v
Aabe(µa+µc)uT ecaDeuD˜
cuD˜bu.
Une forme, qui compte tenu de (4.5) et de la de´finition des composantes Aab, permet de
ve´rifier que
(4.15) E3 =
(
− 3l
2
+
3v2
1 + v
)
e(µa+µc)uT ecaDeuD˜
cuD˜au.
Reportons (4.10) et (4.14) dans (4.8), tenons compte a` nouveau de la de´finition des
composantes Aab, on obtient :
AabD˜cabuD˜
cu =
AabD˜avD˜bv
2(1 + v)
+ D˜cFD˜
cu− FD˜avD˜
au
1 + v
− v2(2 + v)
1 + v
D˜avD˜
au
−v(1 + v)(µa + µb)GabD˜abu+ 4vµaD˜auD˜buD˜abu+ 4v(v2)
2
1 + v
+ E3 + E4.
12 Cherrier, Hanani
Une e´galite´ qui, compte tenu de (4.9), s’e´crit sous la forme :
AabD˜cabuD˜
cu =
AabD˜avD˜bv
2(1 + v)
+ D˜cFD˜
cu− FD˜avD˜
au
1 + v
− v2(2 + v)
1 + v
D˜avD˜
au
−v(1 + v)(µa + µb)GabD˜abu+ 2vµaD˜avD˜au− 4(vv2)
2
1 + v
+ E3 + E4.
Multiplions cette relation par 2 et reportons dans (4.7), l’e´galite´ qui en re´sulte s’e´crit sous
la forme :
(4.16)
AabD˜abv − A
abD˜avD˜bv
(1 + v)
= 2D˜aFD˜
au− 2FD˜avD˜
au
1 + v
− 2v2(2 + v)
1 + v
D˜avD˜
au
−2v(1 + v)(µa + µb)GabD˜abu+ 8AabµcD˜acuD˜cuD˜bu+ 4vµaD˜avD˜au
+2v2F + 4vv2 − 8(vv2)
2
1 + v
+ 2AabD˜cauD˜bcu+ 4E1 + E2 + 2E3 + 2E4.
La de´finition des composantes Aab montre, a` nouveau, que
2µcA
abD˜acuD˜
cuD˜bu = (µa + µb)D˜
auD˜buD˜abu.
D’autre part, d’apre`s (4.9), on obtient :
(4.17) (µa + µb)D˜
auD˜buD˜abu = 2µaD˜
auD˜buD˜abu = µaD˜
auD˜av − 2(v2)2.
Reportons dans (4.16), on obtient :
AabD˜abv − A
abD˜avD˜bv
(1 + v)
= 2D˜cFD˜
cu− 2FD˜avD˜
au
1 + v
− 2v2(2 + v)
1 + v
D˜avD˜
au
−2v(1 + v)(µa + µb)GabD˜abu+ 4vµaD˜avD˜au+ 4µaD˜auD˜av + 2v2F
+4v2(v1 − v2)− 8(vv2)
2
1 + v
+ 2AabD˜cauD˜bcu+ 4E1 + E2 + 2E3 + 2E4.
Supposons que
(4.18) v(ξ) ≥ 1.
Tenons compte de (4.2) et (4.5), on voit que
(4.19)
AabD˜abv − A
abD˜avD˜bv
(1 + v)
≥ 2D˜cFD˜cu− 2lvF + 2l(1 + v)vv2 − 8v(v2)2
+2(m+ l)vv2 + 4lv2 + 2α(1 + v)v
3
2 − 2(1 + v) 32v2euK(euξ)
+2v1v2 − 8(v2)
2
1 + v
+ 2AabD˜cauD˜bcu+ 4E1 + E2 + 2E3 + 2E4.
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Remarquons que l’e´galite´ (4.17) implique aussi la suivante :
D˜c(v2)D˜
cu = µaD˜avD˜
au+ 2v2(v − v2)
de sorte que le de´veloppement de D˜cFD˜
cu donne
2D˜cFD˜
cu = −4v2(v − v1)− 2µaD˜avD˜au+ 2(m− 1)D˜avD˜au
−√1 + veu
[
3K(euξ)D˜avD˜
au+ 2(1 + v)(D˜cK)(e
uξ)D˜cu
]
−2v(1 + v) 32 eu∂[ρK(ρξ)]
∂ρ
(euξ).
Utilisons (4.5), on montre que
2D˜cFD˜
cu− 2lvF = l(1 + v)F − l(m− 1)(1 + v)2 + l(1 + v)v2
−2(1 + v) 32 eu
[
v
∂[ρK(ρξ)]
∂ρ
(euξ) + (D˜cK)(e
uξ)D˜cu
]
−4(v2)2 − 2lv2 + l(1 + v) 32 euK(euξ).
Reportons cette e´galite´ dans (4.19), la relation qui en re´sulte se transforme comme suit :
AabD˜abv − A
abD˜avD˜bv
(1 + v)
− l(1 + v)F ≥ l(1 + v) 32 euK(euξ) + 2(v2)2
+
8v2(1 + v1)
1 + v
+ l(1 + v)v2 + 2(m+ 5)vv2 + 8(1 + v)v1v2
−l(m− 1)(1 + v)2 − 2(1 + v) 32 eu(D˜aK)(euξ)D˜au
+2v(1 + v)
[
α
√
v −√1 + veu∂[ρK(ρξ)]
∂ρ
(euξ)
]
+2(1 + v)
3
2v2
[
(l − 4)√1 + v − euK(euξ)
]
+2AabD˜cauD˜bcu+ 4E1 + E2 + 2E3 + 2E4.
Supposons que l ≥ l0 = 4 + r2 max
Σr1,r2
K, tenons compte du choix (4.3) de α et minorons
par 0 les termes positifs, l’e´galite´ pre´ce´dente permet d’e´crire
(4.20)
AabD˜abv − A
abD˜avD˜bv
(1 + v)
− l(1 + v)F ≥ −l(m− 1)(1 + v)2 + 2AabD˜cauD˜bcu
−2(1 + v)2eu‖D˜K‖∞ + 4E1 + E2 + 2E3 + 2E4.
Or, |E2| ≤ C1v2, ou` C1 est fonction de ‖T ‖∞, ‖∇T ‖∞, ‖R˜‖∞ et ‖u‖∞ et puisque, d’apre`s
(4.13), on sait que |E4| ≤ C ′1v2 et compte tenu de (4.15), on a : |E3| ≤ C2lv
3
2 , ou` les
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constantes C ′1 et C2 ne sont fonction que de ‖T ‖∞ et ‖u‖∞, l’ine´galite´ (4.20) implique
l’existence d’une constante positive C3 telle que
AabD˜abv − 1
(1 + v)
AabD˜avD˜bv + l(1 + v)F ≥ −2C3l(1 + v)2
+2AabD˜cauD˜bcu+ 4E1.
Reportons cette ine´galite´ dans (4.6), on oboutit a` la suivante :
(4.21) −C3l(1 + v)2 + AabD˜cauD˜bcu+ 2E1 ≤ 0.
Maintenant, on de´veloppe le carre´ suivant :
K = GabGcd
[
D˜adu− D˜auD˜euD˜edu− e(µa+µe)uT laeD˜euGld
]
[
D˜bcu− D˜buD˜euD˜ecu− e(µb+µe)uT lbeD˜euGlc
]
avec  =
1
v
pour voir que
(1 + v)K = AabD˜cauD˜bcu+ (1 + v)e
(µa+µe+µb+µf )uGabGcdT
c
aeD˜
euT dbfD˜
fu
+2E1 − v−1D˜auD˜buD˜acuD˜cbu+ 2v−1e(µb+µe)uT dbeD˜euD˜auD˜buD˜adu.
Il existe, alors, une constante positive C4 fonction de ‖u‖∞ et ‖T ‖∞, telle que
(4.22)
AabD˜cauD˜bcu+ 2E1 ≥ −C4(1 + v)2 + v−1D˜auD˜buD˜acuD˜ cb u
−2v−1e(µb+µc)uD˜auD˜buD˜dauT ebcD˜eu.
Utilisons (4.12), on montre que
D˜auD˜buD˜acuD˜
c
b u = D˜
auD˜buD˜cauD˜
c
bu− 2D˜auD˜buD˜caue(µb+µc)uT ebcD˜eu
+GcdD˜auD˜bue(µa+µb+µc+µd)uT eacD˜euT
f
bdD˜fu
et, donc, d’apre`s (4.9), on aura :
D˜auD˜buD˜acuD˜
c
b u =
1
4
D˜avD˜av − v2D˜avD˜au+ v(v2)2
−(D˜buD˜cv − 2v2D˜buD˜cu)e(µb+µc)uT ebcD˜eu
+GcdD˜auD˜bue(µa+µb+µc+µd)uT eacD˜euT
f
bdD˜fu.
Ainsi, tenons compte de (4.5), il existe une constante positive C5 fonction de ‖u‖∞ et
‖T ‖∞, telle que
(4.23) D˜auD˜buD˜acuD˜
c
b u ≥
l2
4
(1 + v)2v − l(1 + v)vv2 − C5l(1 + v)v2
√
v.
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De meˆme, on ve´rifie que
2D˜auD˜buD˜aduT
d
beD˜
eu = T dbeD˜
euD˜buD˜dv − 2v2T dbeD˜buD˜euD˜du
−2e(µa+µd)uT dbeT fadD˜auD˜buD˜euD˜fu
et donc (4.5) implique l’existence d’une constante positive C6 fonction de ‖u‖∞ et ‖T ‖∞,
telle que
(4.24) |2e(µb+µc)uD˜auD˜buD˜dauT ebcD˜eu| ≤ C6l(1 + v)v2
√
v.
Reportons (4.23) et (4.24) dans (4.22), compte tenu du fait que v2 ≤ 1 + v, on en de´duit
que
AabD˜cauD˜bcu+ 2E1 ≥ (4−1l2 − l − C4)(1 + v)2 − lC7(1 + v)
3
2 ,
ou` C7 = C5 + C6. Une ine´galite´ qui, compte tenu de (4.21), implique
(4−1l2 − lC3 − l − C4)
√
1 + v − lC7 ≤ 0.
De sorte que, pour l assez grand, on aura : 1 + v(ξ) ≤ C8 = (lC7)2. Ainsi, compte tenu de
(4.18), 1 + v ≤ 1 + C8. La de´finition (4.4) de la fonctionnelle Γ montre que partout dans
Σ, on a :
v ≤ (1 + C8)
(
r2
r1
)l
.
Le lemme est prouve´.
Lemme 2. Soient K ∈ C∞(E∗) une fonction partout strictement positive ve´rifiant l’hy-
pothe`se (1.1) du the´ore`me 2. Alors toute solution u ∈ C3(Σ) d’une e´quation de la forme
(4.25)
∑
n+1≤α,β≤n+m−1
Bαβ(u)Dαβu = (m− 1)(1 + v1)− (1 + v1) 32 euK(euξ),
ou` Bαβ = (1+v1)G
αβ−DαuDβu, ve´rifie r1 ≤ eu ≤ r2. Si en outre K ve´rifie l’hypothe`se de
monotonicite´ (1.2) du the´ore`me 2, il existe alors une constante positive C0 ne de´pendant
que de n, r1, r2, max
Σr1,r2
K et ‖K‖C 1(Σr1,r2 ) telle que v1 ≤ C0.
De´monstration. Soit u ∈ C 3(Σ) une solution de (4.25). Soit ξ ∈ Σ un point ou` u atteint
son maximum. Si u(ξ) > log(r2), l’hypothe`se de croissance (1.1) faite sur K implique
qu’au point ξ, on aura
0 ≥ D˜ααu = (m− 1)− euK(euξ) > 0
ce qui constitue une contradiction. La minoration u ≥ log(r1) s’obtient par analogie en
conside´rant un point ou` u atteint son minimum.
A pre´sent, on de´rive une fois l’e´quation (4.25) suivant une direction verticale, il vient
BαβDλαβu+DλB
αβDαβu = DλF,
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ou` F de´signe le second membre de (4.25). De´veloppons DλB
αβ et saturons par Dλu , on
obtient,
(4.26) BαβDλαβuD
λu+41uDλv1Dλu− 1
2
Dλv1D
λv˜ = DλFD
λu,
ou` l’on a note´ 41u = GαβDαβu. Ce terme peut eˆtre exprime´ a` partir de (4.25) de la
manie`re suivante :
GαβDαβu =
F +DαuDβuDαβu
1 + v1
et puisque DβuDαβu =
1
2
Dαv1, on obtient
GαβDαβu =
F
1 + v1
+
1
2
DαuDαv1
1 + v1
.
Par suite
41uDλv1Dλu = F
1 + v1
Dλv1D
λu+
1
2
DαuDλuDαv1Dλv1
1 + v1
.
Mais, d’apre`s l’expression des composantes Bαβ qui implique que
(4.27) DαuDβu = (1 + v1)G
αβ −Bαβ,
on peut e´crire
(4.28) 41uDλv1Dλu = F
1 + v1
Dλv1D
λu+
1
2
Dλv1D
λv1 − 1
2
BαβDαv1Dβv1
1 + v1
.
D’autre part, et puisque Dλαβu = Dαβλu + R˜
A
βαλDAu, les expressions (2.15) et (2.16)
donnant les composantes de la forme R˜Aβαλ du tenseur de courbure, impliquent que
(4.29) BαβDλαβuD
λu = BαβDαβλuD
λu− (m− 2)v1(1 + v1).
Reportons (4.28) et (4.29) dans (4.26) et multiplions par 2, la relation qui en re´sulte s’e´crit
sous la forme :
(4.30)
2BαβDαβλuD
λu− B
αβDαv1Dβv1
1 + v1
= 2(m− 2)v1(1 + v1)
+2DλFD
λu− 2FDλv1D
λu
1 + v1
.
Maintenant, on conside`re la fonctionnelle
(4.31) Γ(u) = (1 + v1)e
lu,
ou` l est un re´el strictement positif fixe´ ulte´rieurement. En un point ξ ∈ Σ ou` Γ(u) atteint
son maximum, on a :
(4.32) fracDλΓΓ =
Dλv1
1 + v1
+ lDλu = 0
et BαβDαβΓ ≤ 0, c’est-a`-dire, tenons compte du fait que u ve´rifie l’e´quation (4.25),
BαβDαβv1 − B
αβDαv1Dβv1
1 + v1
+ l(1 + v1)F ≤ 0.
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Or,
BαβDαβv1 = 2B
αβDαβλuD
λu+ 2BαβDαλuD
λ
βu.
Donc, d’apre`s (4.30) et puisque (m− 2)v1(1 + v1) ≥ 0, au maximum de Γ, on doit avoir
2BαβDαλuD
λ
βu+ l(1 + v1)F + 2DλFD
λu− 2FDλv1D
λu
1 + v1
≤ 0
c’est-a`-dire, tenons compte de (4.32),
(4.33) 2BαβDαλuD
λ
βu+ lF + 3lv1F + 2DλFD
λu ≤ 0.
De´veloppons DλFD
λu. Compte tenu de (4.32), on ve´rifie que
2DλFD
λu+ 3lv1F = −2(1 + v1) 32 eu(DλK)(euξ)Dλu
+l(m− 1)(1 + v1)v1 − 2v1(1 + v1) 32 eu∂[ρK(ρξ)]
∂ρ
(euξ).
L’hypothe`se de croissance (1.2) faite sur K implique donc l’existence d’une constante
positive C1, fonction de ‖K‖C 1(Σr1,r2 ), telle que
2DλFD
λu+ 3lv1F ≥ (l − C1)(m− 1)(1 + v1)v1.
Reportons dans (4.33), on obtient
2BαβDαλuD
λ
βu+ lF + (l − C1)(m− 1)(1 + v1)v1 ≤ 0
et par suite, minorons par 0 les termes positifs, on aboutit a` l’ine´galite´ suivante :
(4.34) (l − C1)(m− 1)(1 + v1)v1 − l(1 + v1) 32 euK(euξ) ≤ 0.
Posons l = 1 + C1. Si
(4.35) v1(ξ) ≥ 1,
l’ine´galite´ (4.34) combine´e avec le fait que m ≥ 2 montre que
√
v1 ≤ 3
√
2(1 + C1)e
uK(euξ) ≤ 3
√
2r2(1 + C1)K(e
uξ).
En conse´quence, compte tenu de (4.35), on voit que
v1(ξ) ≤ C2 = 1 + 18
[
r2(1 + C1) max
Σr1,r2
K
]2
.
Enfin, usons de la de´finition (4.31) de la fonctionnelle Γ, on ve´rifie que, partout dans Σ,
on a :
v1 ≤ 1 + v1 ≤ C2
(
r2
r1
)l
.
Le lemme est prouve´.
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5 Preuve des re´sultats
5.1 Preuve du the´ore`me 1
Les calculs de la premie`re section montrent que la courbure moyenne de Σr est
M
Σr
= −GabG(Deaeb, ν) =
m− 1
r
.
De´finissons Y sur Σ en posant
Y(ξ) = rξ pour tout ξ ∈ Σ.
Le graphe Y n’est autre que Σr et s’il existe un re´el r > 0 tel que
K(rξ) = (m− 1)r−1, quel que soit ξ ∈ Σ,
alors
MY (rξ) = K(rξ), pour tout ξ ∈ Σ.
Ceci montre la suffisance des hypothe`ses faites sur K dans le the´ore`me 1.
Supposons qu’il existe un graphe radial Y sur Σ de classe C∞ dont la courbure moyenne
est e´gale a` K. Ceci est e´quivaut a` dire qu’il existe une fonction u ∈ C∞(Σ) ve´rifiant
l’e´quation (3.4), mise en e´vidence a` la troisie`me section. Notons
r1 = min
Σ
eu et r2 = max
Σ
eu.
On se place successivement en un point ou` u atteint son minimum et en un point ou` u
atteint son maximum, on voit que
(m− 1)(r1)−1 ≥ K(r1) et (m− 1)(r2)−1 ≤ K(r2).
Le re´sultat devient une conse´quence de la continuite´ de K via le the´ore`me des valeurs
interme´diaires.
5.2 Preuve du the´ore`me 2
Pour tout entier naturel k et tout re´el α compris entre 0 et 1, on notera par Ak,α(Σ)
l’ensemble des fonctions u ∈ C k,α(Σ) dont la composante horizontale du gradient est
identiquement nulle muni de la norme C k,α(Σ).
La preuve du the´ore`me repose sur le lemme suivant.
Lemme 3. Soit w ∈ Ak+1,α(Σ). Pour tout u ∈ C k+2,α(Σ), on pose
L[w](u) =
∑
n+1≤α,β≤n+m−1
Bαβ(w)Dαβu− u,
ou` Bαβ(w) = (1 + v1(w))G
αβ −DαwDβw et v1(w) = DαwDαw est le carre´ de la norme
de la composante verticale du gradient de w. L’ope´rateur L[w] ainsi de´fini re´alise un
isomorphisme de Ak+2,α(Σ) sur Ak,α(Σ).
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De´monstration. Tout d’abord, on applique la me´thode de continuite´, combine´e avecles
ine´galite´s de Schauder, pour montrer que pour toute fonction w ∈ Ck+1,α(Σ), l’ope´rateur
elliptique L˜[w] de´fini, pour u ∈ Ck+2,α(Σ), par
L˜[w]u = GijDiju+B
αβ(w)Dαβu− u
est un isomorphisme de Ck+2,α(Σ) sur Ck,α(Σ). On en de´duit que pour toute fonction
w ∈ Ak+1,α(Σ), l’ope´rateur L[w] est un isomorphisme de Ak+2,α(Σ) sur Ak,α(Σ). En effet,
le principe du maximum implique que le noyau de celui-ci est trivial et pour toute fonction
z ∈ Ak,α(Σ), il existe u ∈ Ck+2,α(Σ) telle que
(5.1) L˜[w]u = z,
eu e´gard au fait que L˜[w] est inversible. Or z ∈ Ak,α(Σ), donc GklDklz = 0. Ainsi, de´rivons
deux fois (5.1) suivant des directions horizontales k et l et saturons par Gkl, compte tenu
de l’expression (2.15) donnant les composantes de la courbure de D et puisque les de´rive´es
covariantes horizontales de w sont identiquement nulles, on obtient
GijDij(G
klDklu) +B
αβ(w)Dαβ(G
klDklu)−GklDklu = 0
ce qui signifie que GklDklu est dans le noyau de L˜[w], donc, ce terme est identiquement
nul et par suite (5.1) se re´duit a` la forme suivante :
(5.2) L[w](u) = z.
De´rivons l’e´quation (5.2) par rapport a` une direction horizontale i ∈ {1, ..., n}, on obtient
Bαβ(w)Diαβu+DiB
αβ(w)Dαβu−Diu = 0.
Saturons par Diu, on voit que,
BαβDiαβuD
iu+DiB
αβ(w)DαβuD
iu−DiuDiu = 0.
Tenons compte du fait que w ∈ Ak+1,α(Σ), qui implique que
DiB
αβ(w)DαβuD
iu = 0,
on aboutit a` l’e´galite´ suivante
(5.3) BαβDiαβuD
iu− v˜2 = 0
ou` v˜2 = DiuD
iu de´signe le carre´ de la norme de la composante horizontale du gradient
de u. D’apre`s (2.15), on a Diαβu = Dαβiu et donc l’e´galite´ (5.3) s’e´crit
(5.4) BαβDαβiuD
iu− v˜2 = 0
D’autre part, en un point ξ0 ou` v˜2 atteint son maximum, on a : B
αβDαβ v˜2 ≤ 0. Une
ine´galite´ que se traduit par
BαβDαβiuD
iu+BαβDαiuD
i
βu ≤ 0
ce qui, compte tenu de (5.4) et puisque le terme BαβDαiuD
i
βu est positif, implique que
v˜2(ξ0) = 0. Ainsi v˜2 est partout nul et le lemme est prouve´.
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A pre´sent, pour tout t ∈ [0, 1] et pour tout w ∈ A1,α(Σ), on pose Ttw = ut, ou`
ut ∈ A2,α(Σ) est l’unique solution de
(5.5) L[w]ut = t
[
−w + (m− 1)[1 + v1(w)]− [1 + v1(w)] 32 ewK(ewξ)
]
.
Le lemme 3 montre que ut ∈ A2,α(Σ) et la the´orie elliptique implique que
(5.6) ‖ut‖C 2,α(Σ) ≤ Cste.
La famille d’ope´rateurs Tt ve´rifie les proprie´te´s suivantes :
(i) Pour tout w ∈ A1,α(Σ), T0w = 0.
(ii) A t fixe´, w 7→ Ttw est un ope´rateur compact de A1,α(Σ) dans A1,α(Σ). En effet,
soit Γ ⊂ A1,α(Σ) qu’on suppose borne´ dans A1,α(Σ). Donc, d’apre`s (5.6), {Ttw |
w ∈ Γ} est un sous ensemble de A2,α(Σ) qui est uniforme´ment borne´ dans C2,α(Σ).
L’ensemble C2,α(Σ) e´tant un compact de C1,α(Σ), on en de´duit que {Ttw | w ∈ Γ}
est un sous ensemble de A1,α(Σ) relativement compact.
(iii) A w fixe´, t 7→ Ttw est continue, sinon, il existerait une suite (ti) dans l’intervalle
[0, 1] et un re´el  > 0 tels que lim
i→∞
ti = t et, pour i assez grand,
(5.7) ‖u˜ti − u˜t‖C1,α(Σ) > .
L’estime´e (5.6) implique que la suite (u˜ti) est borne´e dans C
2,α(Σ). L’injection de
C2,α(Σ) dans C1,α(Σ) e´tant compacte, donc quitte a` en extraire une sous-suite, on
peut supposer que (u˜ti) converge dans C
1,α(Σ). D’apre`s (5.5), et puisque u˜ti est de
classe C2,α(Σ), sa limite est u˜t. Il en de´coule que, pour i assez grand,
‖u˜ti − u˜t‖C1,α(Σ) < /2.
Ceci contredit (5.7).
Compte tenu des proprie´te´s (i), (ii) et (iii), l’ope´rateur T de´fini en posant
T (t, w) = w − Ttw pour (t, w) ∈ [0, 1]× A1,α(Σ)
est une de´formation compacte de l’identite´ de A1,α(Σ). Notre but est de re´soudre l’e´quation
(5.8) T (t, u) = 0, pour t ∈ [0, 1],
dans A1,α(Σ). Le lemme 2 et la the´orie classique des e´quations elliptiques, cf. [6], implique
qu’une telle solution u est dans A2,α(Σ) et qu’il existe un re´el R > 0 telle que
(5.9) ‖u‖C 1,α(Σ) < R.
On note alors
BR = {u ∈ A1,α(Σ)mid‖u‖C 1,α(Σ) < R}.
Compte tenu de (5.9), l’e´quation (5.8) n’admet pas de solution u sur le bord ∂BR de BR.
La de´formation T est donc une homotopie compacte sur le bord de BR. En conse´quence,
Courbure moyenne prescrite 21
d’apre`s [3], (the´ore`me 5.3.14), le de´gre´ de Leray-Schauder de T en 0 relativement a` BR
ne de´pend pas de t. Ainsi, pout tout t ∈ [0, 1], on a :
d(T (t, .), 0, BR) = d(T (0, .), 0, BR) = d(Id, 0, BR) = 1.
En particulier, l’ope´rateur T1 admet un point fixe u ∈ A1,α(Σ), solution de classe A2,α(Σ)
de l’e´quation ∑
n+1≤α,β≤n+m−1
BαβDαβu = (m− 1)(1 + v1)− (1 + v1) 32 euK(euξ).
Or v2(u) est partout nul, notre solution ve´rifie en fait l’e´quation
AabD˜abu = −v2 + (m− 1)(1 + v)− (1 + v) 32 euK(euξ).
Une e´quation qui est uniforme´ment elliptique ce qui permet de conclure en ce qui concerne
la re´gularite´ C∞(Σ) de toute solution de classe C 2,α(Σ).
5.3 Preuve du the´ore`me 3
La fonction K ∈ C∞(E∗) est donne´e telle qu’il existe deux re´els r1 et r2 tels que
0 < r1 ≤ 1 ≤ r2 et
(5.10) K(ξ) >
m− 1
‖ξ‖ si ‖ξ‖ < r1, K(ξ) <
m− 1
‖ξ‖ si ‖ξ‖ > r2.
On cherche a` re´soudre dans Σ l’e´quation elliptique suivante :
(5.11) Aab(u)D˜abu = −v2 + (m− 1)(1 + v)− (1 + v) 32 euK(euξ).
Tout d’abord, on note Σ′ = {ξ ∈ E | r1 ≤ ‖ξ‖ ≤ r2}, ν le champ radial unitaire et
r la fonction r(ξ) = ‖ξ‖. Soit w ∈ C∞(Σ′), on de´signe par w1 la restriction de w a` Σ
que l’on prolonge en une fonction radialement constante et pour u ∈ C∞(Σ′), on note
D˜au = eµaw1Dau, D˜abu = e(µa+µb)w1Dabu,
v1(u) = (1− µa)D˜auD˜au, v2(u) = µaD˜auD˜au, v˜(u) = r2v1(u) + v2(u),
F (w) = −v2(w1) + (m− 1) [1 + v˜(w1)]− [1 + v˜(w1)]3/2 ew1K
(
ew1
ξ
‖ξ‖
)
,
Aab(w) = (1 + v˜(w1))G
ab − r2−µa−µbD˜aw1D˜bw1,
et B(w) = (m− 1) [1 + v˜(w1)]− r2v1(w1). Si t ∈ [0, 1] et w ∈ C∞(Σ′), on de´signe par u˜t
l’unique solution du proble`me de Neumann
(5.12)

Dννu+ A
ab(w)r2−µa−µbD˜abu+ µa log(r)D˜aau− u = t
[
− w1 + F (w)
]
+Dννw + rB(w)Dνw − tα log(r)
√
v˜(w1) dans Σ
′
Dνu = 0 sur ∂Σ
′,
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ou`
α = 2 sup
ξ∈Σ
sup
Σ′
∣∣∣r∂[rK(rξ)]
∂r
∣∣∣.
La preuve de l’existence d’une solution u˜t ∈ C2,α(Σ′) de (5.12) ainsi que de l’existence
d’une constante positive C telle que
‖u˜t‖C2,α(Σ′) ≤ C
est tre`s classique. On renvoie a` [1] et [4], voir aussi [5], quant a` l’unicite´, elle de´coule du
principe du maximum. L’e´quation (5.12) e´tant elliptique et toutes les donne´es sont de
classe C∞, la solution u˜t est de classe C∞(Σ′) par re´gularite´. En particulier, e´tant donne´e
une partie B borne´e de C∞(Σ′), il existe u˜t ∈ C∞(Σ′) ainsi qu’une suite de re´els positifs
(Ck)k≥0 telle que, quel que soit (t, w) ∈ [0, 1]× B et pour tout entier k ≥ 0, on ait :
(5.13) ‖u˜t‖C k(Σ′) ≤ Ck.
Il en de´coule que l’ope´rateur Tt de´fini sur C∞(Σ′) par Ttw = u˜t est compact. Il en est de
meˆme de l’ope´rateur T de´fini de [0, 1]× C∞(Σ′) vers C∞(Σ′) par
(5.14) T (t, w) = w − Ttw.
Notre objectif est de montrer que l’e´quation
(5.15) T (t, u) = 0, pour t ∈ [0, 1],
admet une solution dans C∞(Σ′). Si une telle solution existe, celle-ci, note´e u˜t, est une
constante radiale. En effet, u˜t ve´rifie le syste`me suivant :
(5.16)

Aab(u˜t)r
2−µa−µbD˜abu˜t + µa log(r)D˜aau˜t − u˜t = t
[
− ut + F (u˜t)
]
+rB(u˜t)Dν u˜t − tα log(r)
√
v˜(ut) dans Σ
′
Dν u˜t = 0 sur ∂Σ
′,
ou` l’on a note´ par ut le prolongement en une constante radiale de la restriction a` Σ de u˜t.
De´rivons radialement l’e´quation (5.16) et multiplions par r l’e´quation ainsi obtenue.
Du fait que Dνr = 1 et puisque ut est une constante radiale, il en de´coule que
(5.17)
rDν
[
Aab(u˜t)
]
r2−µa−µbD˜abu˜t + (2− µa − µb)r2−µa−µbAab(u˜t)D˜abu˜t
+Aab(u˜t)r
2−µa−µbrD˜νabu˜t + µaD˜aau˜t + µa log(r)G
abrD˜νabu˜t − rDν u˜t
= trDνF (u˜t) + rB(u˜t)Dν u˜t + rDν u˜trDν
[
B(u˜t)
]
+B(u˜t)r
2Dνν u˜t
−tα
√
v˜(ut)− tα log(r)rDν
√
r2v1(ut) + v2(ut).
Remarquons d’abord que par un calcul analogue a` celui de la seconde section, on montre
que
(5.18) Dea(rν) = (1− µa)ea,
Courbure moyenne prescrite 23
ou` µa vaut 1 ou 0 selon que la direction ea est horizontale ou verticale. Ainsi, usons de la
de´finition de la de´rive´e covariante, on peut e´crire :
Dea(rDνu) = D
2u(ea, rν) +Du
(
Dea(rν)
)
= rDν(Dau) + (1− µa)Dau.
On en de´duit que
rDν(Dau) = Dea(rDνu)− (1− µa)Dau
et, en particulier, pour une constante radiale u, on a :
(5.19)
rDνv1(u) = 2(1− µa)Da(rDνu)Dau− 2v1(u) = −2v1(u),
rDνv2(u) = 2µaD˜a(rDνu)D˜
au+ 2v2(u)rDνu = 0
Combinons cette relation avec le fait que ut est une constante radiale, on obtient :
rDν
[
r2v1(ut) + v2(ut)
]
= 0.
Ainsi, l’e´quation (5.17) se re´duit a` la suivante :
(5.20)
(2− µa − µb)r2−µa−µbAab(u˜t)D˜abu˜t + Aab(u˜t)r2−µa−µbrD˜νabu˜t
+µaD˜
a
au˜t + µa log(r)G
abrD˜νabu˜t − rDν u˜t = rB(u˜t)Dν u˜t
+B(u˜t)r
2Dνν u˜t − tα
√
r2v1(ut) + v2(ut).
D’autre part, la de´finition de la de´rive´e covariante nous permet d’e´crire que
Dab(rDνu) = D
2(rDνu)(ea, eb) = ea
[
D(rDνu)(eb)
]
−D(rDνu)(Deaeb).
D’ou`
Dab(rDνu) = ea [Deb (Du(rν))]− (Deaeb)Du(rν)
= Dea(D
2u(eb, rν) +DeaDu (Deb(rν))
−D2u (Deaeb, rν)−Du
(
DDeaeb(rν)
)
et par suite
Dab(rDνu) = D
3u(ea, eb, rν) +D
2u
(
eb, Dea(rν)
)
+D2u
(
ea, Deb(rν)
)
+Du
(
Dea(Deb(rν))
)
−Du
(
DDeaeb(rν)
)
.
Or, la relation (5.18) permet d’e´crire que
Du (Dea(Deb(rν))) = (1− µb)Du (Deaeb)
et
Du
(
DDeaeb(rν)
)
= (1− µb)Du (Deaeb) .
Ainsi, usons a` nouveau de (5.18), on obtient :
Dab(rDνu) = D
3u(ea, eb, rν) + (2− µa − µb)D2u(ea, eb)
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et d’apre`s la de´finition de la connexion D et celle de la de´rive´e covariante, on voit que
(5.21) Dab(rDνu) = rDν(Dabu) + (2− µa − µb)Dabu.
Eu e´gard a` la relation (2.6) de la secande section donnant l’expression de la courbure de
D et dont de´coule l’e´galite´ Dabνu = Dνabu. Reportons (5.21) dans (5.20), on obtient :
(5.22)
Aab(u˜t)r
2−µa−µbD˜ab(rDν u˜t) + µaD˜aau˜t + µa log(r)D˜
a
a(rDν u˜t)
−rDν u˜t = rB(u˜t)Dν u˜t +B(u˜t)r2Dνν u˜t − tα
√
v˜(ut).
Rappellons que l’e´quation de Gauss et les calculs de la seconde section impliquent que
pour deux fonctions u1, u2 ∈ C 2(Σ′) ayant les meˆmes valeurs sur Σ, on a :
(5.23) Dabu1 = Dabu2 + (1− µa)GabDν(u1 − u2), a, b ≤ n+m− 1.
Or ut = (u˜t)|Σ. Donc, tenons compte de (5.23) et du fait que Dν u˜t est nul sur Σ, (5.22)
implique la relation suivante :
(5.24) µaD˜
a
aut = −tα
√
v1(ut) + v2(ut), partout dans Σ.
D’autre part, restreignons (5.16) a` Σ, l’usage de (5.23) montre que la fonction ut ve´rifie
l’e´quation suivante :
(5.25) Aab(ut)D˜abut − ut = t
[
− ut + F (ut)
]
, partout dans Σ.
La fonction ut e´tant une constante radiale, une combinaison des e´quations (5.24) et (5.25),
montre que ut est une autre solution de (5.16). En conse´quence, on voit que
Aab(u˜t)r
2−µa−µbD˜ab(u˜t − ut) + µa log(r)D˜aa(u˜t − ut)
−(u˜t − ut) = rB(u˜t)Dν(u˜t − ut) dans Σ′
Dν(u˜t − ut) = 0 sur ∂Σ′.
Le principe du maximum montre que u˜t = ut partout dans Σ
′. Ceci montre que u˜t est une
constante radiale.
A pre´sent, on montre que ut est estime´e a` priori C 0(Σ). Une majoration a priori se
de´duit imme´diatement du principe du maximum. Soit ξ ∈ Σ un point ou` ut atteint son
maximum. Si ut(ξ) > log(r2), l’hypothe`se de croissance (5.10) faite sur K combine´e avec
l’e´quation (5.25) implique qu’au point ξ, on aura
0 ≥ D˜aaut = (1− t)ut + t [(m− 1)− eutK(eutξ)] > 0
ce qui constitue une contradiction, eu e´gard au fait que log(r2) ≥ 0. La minoration
ut ≥ log(r1) s’obtient par analogie en conside´rant un point ou` ut atteint son minimum.
La fonction ut ve´rifiant les e´quations (5.24) et (5.25), d’apre`s le lemme 1 elle est estime´e
a priori dans C 1(Σ). La the´orie classique des e´quations uniforme´ment elliptiques, voir a`
titre d’exemple [1], [4], [6], montre comment obtenir l’estime´e C 1,α. Plus pre´cise´ment,
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on peut, par simple modification de la preuve du the´ore`me 13.6 page 328 de Gilbarg et
Tru¨dinger [4], conclure a` l’existence d’un re´el c1 > 0 tel que
‖ut‖C 1,α(Σ) < c1.
La fonction ut e´tant une solution de l’e´quation (5.25), les ine´galite´s de Schauder impliquent
l’existence d’une constante positive C telle que
‖ut‖C 2,α(Σ) < C
[‖ut‖C 0(Σ) + ‖F‖C 0,α(Σ′)]
et donc il existe une constante positive c2 telle que
‖ut‖C 2,α(Σ) < c2.
Supposons donc que que pour tout s ≤ k, pour un k ≥ 2, on ait :
‖ut‖C s,α(Σ) < cs.
L’e´quation obtenue en de´rivant (k − 1) fois l’e´quation (5.25) s’e´crit localement sous la
forme
AabD˜ab(Di1i2...ik−1ut) = Hi1i2...ik−1 ,
ou` le second membre Hi1i2...ik−1 ne de´pend que des de´rive´es covariantes de ut d’ordre ≤ k.
Il est donc borne´ dans C 0,α(Σ′) et il en de´coule, d’apre`s les ine´galite´s de Schauder, que
‖D(k−1)ut‖C 2,α(Σ) < ck+1, et par suite
‖ut‖C k+1,α(Σ) < ck+1.
On vient ainsi d’e´tablir par re´currence l’existence de re´els positifs ak tels que
(5.26) ‖ut‖C k(Σ′) < ak.
Eu e´gard au fait que ut est radialement constante. On note B la pseudo-boule de´finie par
B = {u ∈ C∞(Σ′) | ‖u‖C k(Σ′) < ak}.
Compte tenu de (5.26), l’e´quation (5.15) n’admet pas de solution sur le bord de B. La
de´formation T est donc une homotopie compacte sur le bord de BR. En conse´quence,
d’apre`s le the´ore`me de Nagumo [7], le de´gre´ de T en 0 relativement a` B ne de´pend pas
de t. Ainsi, pout tout t ∈ [0, 1], on :
(5.27) d(T (t, .), 0, B) = d(T (0, .), 0, B) = γ.
Or, pour t = 0, la fonction u0 = 0 est l’unique solution de (5.15) et l’on montre aise´ment
que pour w ∈ C∞(Σ′),(du0T0)(w) = u, ou` u est l’unique solution du proble`me suivant :
(5.28)

Dννu+ r
2−2µaDaau+ µa log(r)D
a
au− u = Dννw
+(m− 1)rDνw dans Σ′
Dνu = 0 sur ∂Σ
′.
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A pre´sent, si w ∈ ker[id− (du0T0)], celle-ci sera solution du proble`me suivant :
r2−2µaDaaw + µa log(r)D
a
aw − w = (m− 1)rDνw dans Σ′
Dνw = 0 sur ∂Σ
′.
Un raisonnement analogue a` celui qui pre´ce`de montre que w est une constante radiale.
Celle-ci e´tant identiquement nulle sur Σ, donc partout nulle et par suite
(5.29) ker[id− (du0T0)] = {0}.
Or, d’apre`s sa de´finition et en raisonnant comme auparavant, on ve´rifie que du0T0 est un
ope´rateur compact de C∞(Σ′) vers B1,β(Σ′), 0 < β < α, et donc, tenons compte de (5.29),
le the´ore`me d’alternative de Fredholm implique que l’ope´rateur id− (du0T0) est inversible.
En conse´quence 0 est un point re´gulier pour id − T0. Ainsi, dans (5.27), γ = ±1 et en
particulier, l’ope´rateur T1 admet un point fixe de classe C∞(Σ′). Celle-ci est une constante
radiale qui est une solution de (5.11) dans Σ. Ceci ache`ve la preuve du the´ore`me.
5.4 Remarques
1- Expliquons ici en quel sens l’hypothe`se de croissance des the´ore`mes 2 et 3 est la
meilleure possible. Soit K ∈ C∞(E∗) une fonction strictement positive. On suppose qu’il
existe un re´el a ∈]0, 1[ tel que
K(ξ) ≤ a(m− 1)‖ξ‖ , ξ ∈ E∗.
Alors il n’existe pas de solution de classe C 2(Σ) de l’e´quation (5.11) ci-dessus. En effet,
si une telle solution existe, on aura
(5.30) AabD˜abu ≥ −v2 + (m− 1)(1 + v)− a(m− 1)(1 + v) 32 .
En un point ξ ∈ Σ ou` u atteint son maximum, on a : v(ξ) = 0 et dans un repe`re G-
orthonorme´ diagonalisant (Dabu(ξ)), (5.30) s’e´crit au point ξ sous la forme
(5.31)
∑
1≤a≤n+m−1
D˜aau ≥ (m− 1)(1− a).
Or Daau(ξ) ≤ 0. Reportons dans (5.31), on voit que 1 ≤ a ce qui est contradictoire.
On obtient la meˆme conclusion s’il existe un re´el b > 1 tel que
K(ξ) ≥ b(m− 1)‖ξ‖ , ξ ∈ E∗.
2- Conside´rons une fonction K ve´rifiant les hypothe`ses du the´ore`me 2 et supposons que
pour tout r ∈ [r1, r2], il existe ξ ∈ Σ telle que
(5.32) K(rξ) 6= (m− 1)r−1.
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D’apre`s la preuve du the´ore`me 2, il existe une solution u1 ∈ C∞(Σ) de l’e´quation (5.11)
ci-dessus a` gradient horizontal identiquement nul, v2(u1) = 0, et telle que r1 ≤ eu1 ≤ r2.
D’autre part, la preuve du the´ore`me 3 donne une solution u2 de cette meˆme e´quation telle
que r1 ≤ eu2 ≤ r2 et de sorte que pour un re´el α > 0, assez grand, on ait :
(5.33) µae
2u2Daau2 = −α
√
v(u2).
Les deux graphes radiaux donne´s par ces deux solutions ne sont pas homothe´tiques.
Sinon, la fonction u1 − u2 = Cste, et donc v2(u1) = v2(u2) = 0. Reportons dans (5.33),
et puisqu’alors µae
2u2Daau2 est identiquement nul, il en de´coule que v1(u2) = 0, et par
suite u2 est une constante. Il existe alors r ∈ [r1, r2] telle que eu2 = r. L’e´quation (5.11)
satisfaite par u2 implique que K(rξ) = (m−1)r−1, quel que soit ξ ∈ Σ, contredisant ainsi
(5.32).
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